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 چکیده

 تا بینندآموزش میهای یادگیری هستند که با استفاده از الگوریتم یهای کمّیهای عصبی مدلشبکه

چهار مفهوم اصلی از جبر  ما در این مقاله به بیان الگوهای ورودی و خروجی را تطبیق داده و به هم مرتبط کنند.

ی مقدار ویژه و تجزیه -2نمایش یک بردار،  -1پردازیم: ها ضروری هستند، میخطی که برای تحلیل این مدل

بسط تیلور یک تابع برداری.  -4تابع برداری و  ( یکHessianبردار گرادیانی و ماتریس هسین ) -3مقدار تکین، 

تحلیل برخی  با ( وWidrow-Hoffهوف )-و ویدرو (Hebbianما این مفاهیم را با تحلیل قوانین هبین )

: نوعی شبکه که از نگاشت Autossociatorخطی ) سازخود مرتبط)مثل  های عصبیی شبکهساختارهای ساده

 انتشار خطا(ی پس( و شبکهسازمرتبطنوعی دیگر از شبکه خطی ) سازهترو مرتبطکند.(، چندخطی استفاده می

-های بهینهی مدلههای تکرارشوندهای عصبی معادل نسخهدهیم که شبکهچنین نشان میما هم دهیم.توضیح می

 ی اصلی هستند.سازی و آمار استاندارد مثل تحلیل رگرسیون چندگانه و تحلیل مؤلفه
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 مقدمه 1

های ها است. این مدلسازهای عصبی به نام مرتبطجبر خطی به طور خاص بسیار مناسب تحلیل نوعی از شبکه

یادگیری، ورودی و خروجی را به هم مربوط کرده و بهم تطبیق  هایگیرند تا با استفاده از الگوریتمکمّی یاد می

 نامیم؛ وساز میها  را هترو مرتبطی خروجی متفاوت است، این مدلی ورودی با مجموعهدهند. وقتی مجموعه

شوند. مرتبط سازها ساز نامیده میها خود مرتبطوقتی الگوهای ورودی و خروجی دقیقا یکسان هستند، این مدل

ی آخر ی ورودی( به لایهی اول )لایهشوند. اطلاعات از لایههایی از واحدهای پایه به اسم نورون ساخته میلایهاز 

های میانی یا مخفی باشند. به طور عادی یابند. برخی ساختارها ممکن است شامل لایهجریان می ی خروجی()لایه

های جبر خطی تغییر و تحول اطلاعات در . عملدیگر متصل هستند یهای یک لایههای یک لایه به نوروننورون

  کنند.ی دیگر را توصیف میجریان انتقال از یک لایه به لایه

 

 

 هانیاز و نشانهمفاهیم پیش 2

. فرض شده است که نمایش داده شده اند Xها با حروف بزرگ مثل و ماتریس xبردارها با حروف کوچک مثل 

و ضرب  𝑥𝑇𝑤(، ضرب اسکالر ‖𝑥‖(، نرم یک بردار )𝑥𝑇با مفاهیم ابتدایی رو به رو آشنا هستیم: عمل ترانهاده )

 نیز استفاده خواهیم کرد. 𝐴 ⊗Bچنین از ضرب مؤلفه به مؤلفه یا هادامار . هم(𝐴𝐵) هاماتریس

 

 

 تصویر 3
 

 کسینوس بین دو بردار 1 – 3

کسینوس زاویه ساخته شده توسط مبدا فضا با نقاط تعریف شده با مختصات این  yو  xبردارهای کسینوس 

 دو بردار است. پس:
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تی دو بردار نسبت به هم متناسب هستند )یعنی در یک ی شباهت بین بردارهاست. وقدهندهکسینوس نشان

ها بردار عمود بر هم هستند، کسینوس آنها یک خواهد بود؛ در حالی که وقتی دو جهت هستند(، کسینوس آن

 شود.صفر می

 بردارها نی بیفاصله 2 – 3

ی اقلیدسی است. این فاصله به کسینوس ها فاصلهترین آنی بزرگ فواصل بین بردارها، متداولدر بین خانواده 

 شود:بین بردارها مرتبط است و به صورت زیر تعریف می

 

 بردار دیگرتصویر بردار بر یک  3 – 3

 شود:به صورت زیر تعریف می wبر بردار  xتصویر )عمودی( بردار  

 

 ی آن با مبدا فضا و برابر مقدار زیر است:فاصله x wprojنرم 

 

 هوف-مثالی از قوانین یادگیری هبین و ویدرو 4 – 3

های متصل به هم با وزن اتصالات قابل تنظیم و تغییر به اسم سیناپس تشکیل ی عصبی از سلولیک شبکه 

ی اطلاعات به وسیله سلول ورودی و تنها یک سلول خروجی را در نظر بگیرید. Iشده است. یک شبکه عصبی با 

ش شوند که به توجه به وضعیت فعالیتهای خارجی به سلول خروجی متنقل میی سلولمجموعه ها ازسیناپس

-Iهای سیناپسی با یک بردار ی وزنو مجموعه xبعدی به نام -Iدهد. اگر الگوی ورودی با یک بردار یک پاسخ می

 آید:ی زیر به دست میداده شوند، فعالیت سلول خروجی از رابطه wبعدی به نام 

 

نشان  oاست. پاسخ یا خروجی سلول به  هاپس فعالیت متناسب با نرم تصویر بردار ورودی بر روی بردار وزن

شود. برای یک سلول خطی پاسخ متناسب با فعالیت است )برای سادگی فرض کنید که ثابت تناسب یک داده می
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شوند. به طور کلی خروجی های خطی ساخته میساز خطی از سلولساز و خود مرتبطهای هترو مرتبطاست(. شبکه

 شود:نه الزاما پیوسته( از فعالیت آن سلول است که تابع انتقال خوانده می)معمولا اما یک تابع  ،یک سلول

1 

 های پس انتشار خطا، تابع )غیر خطی( انتقال معمولا تابع لجستیک است:برای مثال در شبکه

 

ی عصبی طراحی شده است تا به یک ورودی داده شده، یک پاسخ خاص که هدف خوانده اغلب یک شبکه

کند شود را نسبت دهد. یادگیری به معنای تعریف یک قانون است که مشخص مینمایش داده می tشده و با 

های سیناپسی در هر دور آموزش اضافه کنیم. یادگیری خروجی شبکه را به چگونه یک مقدار کوچک را به وزن

 کند.تر میهدف نزدیک

هوف( که خطا یا -سرپرستی )مثل ویدروبا  -1شوند: بندی میقوانین یادگیری در دو گروه اصلی تقسیم

بدون سرپرستی )مثل هبین( که به چنین بازخوردی  -2گیرند؛ و ی بین خروجی نورون و هدف را در نظر میفاصله

 دهد:از آموزش به صورت زیر تغییر می n+1ها را در دور نیاز ندارند. قانون یادگیری هبین بردار وزن

 

شود. پس یک دور آموزش و کوچک مثبت است که ثابت یادگیری خوانده میثابت  که اتا در آن یک مقدار

 دهد.ها را با یک مقدار متناسب با هدف در جهت بردار ورودی حرکت میهبین بردار وزن

 کند:ها استفاده میی اصلاح وزنهوف از خطا و مشتق تابع انتقال برای محاسبه-قانون ویدرو

2 

ها با یک مقدار متناسب با خطا در جهت بردار ورودی حرکت بردار وزن هوف-پس یک دور آموزش ویدرو

 دهد.می

ی خروجی، الگوی فعالیت، خروجی و هدف در لایه سلول( Jتعداد بیشتری سلول )مثلا هایی با برای شبکه

دلات شوند. معاذخیره می Wبعدی به اسم -I*Jهای سیناپسی در یک ماتریس بعدی خواهند بود و وزن-Jبردار 

 یادگیری به صورت زیر تغییر خواهند کرد:
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 ای اعمال شده است.توجه شود که مشتق تابع انتقال به صورت مؤلفه

ی الگوهای ورودی ( زوج ورودی و هدف برای آموزش وجود دارند. بنابراین مجموعهKبه طور کلی، چند )مثلا 

های شود. الگوهای فعالیت و هدف نیز به همین شکل در ماتریسذخیره می Xبعدی به اسم -I*Kدر یک ماتریس 

I*K- بعدیA  وT ی مقدار فعالیت و یک مرحله شودای خوانده میدستهشوند. در این حالت که حالت ذخیره می

ی الگوهای ورودی به صورت یکجا انجام شود. ماتریس خروجی در این حالت به شکل تواند برای همهآموزش می

 شود:اسبه میزیر مح

 

 ای اعمال شده است. معادلات آموزش به فرم زیر خواهند بود:به صورت مؤلفه fتابع 

 

 

 

 ی مقادیر ویژه، بردارهای ویژه و مقدار تکینتجزیه 4

ی ویژه آن حاصددل شددده اسددت(، بردارهای )که از تجزیه Wی بردارهای ویژه یک ماتریس مربعی داده شددده

های نیمه قطعی ها به نام ماتریسبرای یک زیر گروه خاص از ماتریسی ویژه هستند. تجزیه Wثابت در ضرب با 

وجود داشته باشد به  Yاگر یک ماتریس دیگر  نیمه قطعی مثبت است Xشود. یک ماتریس مثبت بهتر تعریف می

شبکه. این مورد برای اکثر ماتریسTX = YYطوری که  صبی های به کار رفته در  ست و به همین های ع صادق ا

 پردازیم.دلیل در اینجا تنها به همین مورد می

 است اگر Wیک بردار ویژه از ماتریس مربعی  uبه طور دقیق و فرموله شده، یک بردار غیر صفر 
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سکالر  ست. پس  uی مربوط به بردار مقدار ویژه λا ست اگر جهت آن ب Wی یک بردار ویژه uا ضرب در ا ا 

W ( تنها اگر تغییر نکندλ به طور کلی چند بردار ویژه برای یک ماتریس یک نباشدددد، طول آن تغییر می .)کند

هایشددان (. این بردارهای ویژه عموماً با کاهش مقدار ویژهWداده شددده وجود دارد )حداکثر به تعداد بعد ماتریس 

با مقدار ر( 1λترین مقدار ویژه )( بزرگ1uشدددوند. پس اولین بردار ویژه )مرتب می ا دارد. تعداد بردارهای ویژه 

 ی ماتریس است.ی غیر صفر برابر رتبهویژه

ادیر تر یا مسدداوی صددفر اسددت )یک ماتریس با مقهای نیمه قطعی مثبت همواره بزرگی ماتریسمقادیر ویژه

 بر هم هستند: ی متفاوت عمودچنین هر دو بردار ویژه با مقادیر ویژههم (.ی فقط مثبت، قطعی مثبت استویژه

 

های آن ی متعامد برای سدددطرها و سدددتونی یک ماتریس، یک پایهی بردارهای ویژهعلاوه بر این، مجموعه

شان داده می ماتریس خواهد بود. سئله با تعریف دو ماتریس زیر ن ( و ماتریس Uشود: ماتریس بردار ویژه )این م

 به صورت زیر است: L یبا رتبه Wی ی ویژه(. تجزیهΛقطری مقادیر ویژه )

 

یک ماتریس  Xدهد. اگر های مسددتطیلی تعمیم میی ویژه را به ماتریس( تجزیهSVDی مقدار تکین )تجزیه

I*K-بعدی باشد ،SVD شود:آن به صورت زیر تعریف می 

 

 یک ماتریس قطری است و Δکه در آن 

 

(I .)ماتریس همانی است 

 Vو  Uهای شددوند. ماتریسخوانده می Xمقادیر حقیقی مثبت هسددتند که مقادیر تکین  Δهای قطری مؤلفه

کاملا مرتبط با  SVDهای بردارهای تکینِ چپ و راسدددت )که همان بردارهای ویژه هسدددتند( هسدددتند. ماتریس

 به دست آورد: TXXو  XTXهای ی ماتریسی ویژهتوان از تجزیهرا می Δو  U ،Vی ویژه است زیرا تجزیه
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 ی یکسان دارند.مقادیر ویژه TXXو  XTXتوجه شود که 

شتر زمینهتجزیه صویر، مکانیک و ی مقدار ویژه و تکین در بی ضیات کاربردی از جمله آمار، پردازش ت های ریا

دینامیک خود ی ها برای مطالعهاین تجزیه های عصبیشبکه درگیرد. های مکانیکی مورد استفاده قرار میسیستم

 سازها الزامی هستند.سازهای و هترو مرتبطمرتبط

 فرآیند تکراری 1 – 4

شبکه ستفاده می-ساز خطی که از قانون ویدروی هترو مرتبطدر یک  ی کند، آموزش تنها مقادیر ویژههوف ا

( ذخیره شددده اند و X) I*Kدهد. به خصددوص اگر الگوهای آموزشددی در یک ماتریس ها را تغییر میماتریس وزن

 ها به صورتی مقدار تکین آنتجزیه

 

 ی یادگیری به صورت زیر خواهد بود:است، آنگاه معادله

3 

 .(f’(A) = Iو  O=A داریم: ساز خطی)زیرا برای هترو مرتبط

 ماتریس وزن هبین همان دور اول الگوریتن است:

4 

ترین مقدار تکین کند. اگر بزرگفرآیند تکراری آموزش مشدددخص می گراییمقادیر اتا را برای هم 3ی معادله

X  راδ𝑚𝑎𝑥 ای باشد کهبنامیم اگر اتا به گونه 

5 

 توان نشان داد که:آنگاه می

 

ست. این روش یک راه حل بهینه با حداقل مربع برای  Xشبه معکوس  ا تریس      مددا

ی خطی سدداز خطی معادل رگرسددیون چندگانهمرتبطدهد. بنابراین هترو انطباق بین ورودی و هدف را اراِئه می

شده در معادلهخواهد بود. اگر اتا خارج محدوده شاره  های ماتریس قرار بگیرد، آنگاه مقادیر تکین و درایه 5ی ی ا
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یتالی های عصدددبی با کامتیوترهای دیجشدددوند. در کاربرد چون شدددبکهتر میها در هر دور از آموزش بزرگوزن

 کند.رسد و از آن عبور میها نهایتاً به محدودیت دقت در کامتیوتر میشوند، ماتریس وزنسازی میشبیه

وقتی بردارهای هدف با بردارهای ورودی یکسدددان هسدددتند )وقتی هر بردار ورودی به خودش نسدددبت داده 

شان میشود. رساز خطی تبدیل میساز خطی به یک خود مرتبطشود(، هترو مرتبطمی شین ن دهد که وش پی

 حالا ماتریس وزن هبین برابر ماتریس حاصل ضرب متقابل خواهد بود:

 

یک  برابر های غیر صدددفر ماتریس وزنی مقادیر ویژهگرایی برسدددیم، همههوف وقتی به هم-با آموزش ویدرو

 ها کروی شده است و برابر باگوییم ماتریس وزند بود. در آن حالت میخواهن

 

ی یک ماتریسِ ضربِ متقابلِ مشابه ی ویژه( تجزیهPCAی اصلی )است. از آنجا که روش آماری تحلیل مؤلفه

W عصبی معادل  ساز خطی یک شبکهکند، خود مرتبطرا محاسبه میPCA شود.در نظر گرفته می 

 

 

 هاسازی، مشتق و ماتریسبهینه 5

گیری از شوند. مشتقهای سیناپسی استفاده مییک تابع از وزن سازیهای عصبی معمولاً برای بهینهشبکه

گیری از توابع های عصبی شامل مشتقسازی است و در شبکهترین مسئله برای بررسی مسائل بهینهیک تابع، اصلی

یریم. این موضوع ها در نظر بگشود. در این مقاله نیاز داریم تا تابع انتقال را تابعی از بردار وزنمی برداری یا ماتریس

 دهیم:میبه صورت زیر نشان  1ی را با بازنوشتار معادله

 

چنین گرادیان دهیم. این مقدار همنمایش می 𝑓(𝑤)∇بعدی است با -I*1بردار  wرا که در آن  f(w)مشتق 

f شود:خوانده می 
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 برای مثال مشتق خروجی یک نورون خطی به صورت زیر است:

 

شوند و به آن ماتریس های مرتبه دوم در یک ماتریس ذخیره میپذیر باشد، مشتقوقتی یک تابع دو بار مشتق

 شود:دهند و به صورت دقیق به شکل زیر تعریف مینشان می Hشود. معمولا آن را با هسین آن تابع گفته می

 

 

 گیشرایط کمین 1 – 5

این است که با داشتن یک قانون یادگیری نشان دهیم که آن قانون یک راه حل بهینه  ی استانداردیک مسئله

گرایی شود در هنگام همها که تابع خطا نامیده میکند. به عبارت دیگر یک تابع از ماتریس وزنبرای مسئله پیدا می

ی الگوهای ورودی برای همه رسد. معمولا تابع خطا به صورت جمع مربعات خطایادگیری به مقدار حداقل خود می

 شود.تعریف می

برای بهینه بودن )چه حداقل، چه حداکثر(  لازمتواند ارزیابی شود، یک شرط هنگامی که گرادیان تابع خطا می

 به صورت زیر یافت شود: 𝑤̃این است که یک بردار وزن 

 

 قطعی مثبت باشد. Hچنین کافی است تا این شرط هم
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 بسط تیلور 2 – 5

کنیم بسط تیلور یک روش استاندارد برای تقریب خطی یا درجه دوم یک تابع یک متغیره است. یادآوری می

 به صورت زیر است: f(x)که بسط تیلور یک تابع پیوسته 

 

حول  fیک مقدار مناسب برای ارزیابی  aدهد و را نشان می 2ی بیشتر از ی عبارات با درجهدر آن همه 2Rکه 

 آن نقطه است.

شود. به توان برای توابع برداری یا ماتریسی توسعه داد که شامل مفاهیم گرادیان و هسین میاین روش را می

 به صورت زیر بیان خواهد شد: f(x)این صورت یک تابع 

 

 به حداقل رساندن تکراری 3 – 5

شود اگر که مقدار تابع خطا را در هر گرا میتوان نشان داد که یک قانون یادگیری به یک مقدار بهینه هممی

دور از تکرار کاهش دهد. وقتی که گرادیان تابع خطا قابل ارزیابی است، روش گرادیان )یا تند ترین شیب( بردار 

ها در کند. به طور دقیق اصلاح وزنها را با حرکت دادن آن در جهت خلاف گرادیان تابع خطا تنظیم میوزن

 به صورت زیر خواهد بود: ( از آموزشn+1ی )مرحله

 

هوف مقدار مربع خطا -ساز خطی، قانون ویدرودهیم که برای یک هترو مرتبطبه عنوان یک مثال نشان می

 رساند. تابع خطا به صورت زیر است:دهد و به حداقل میبین خروجی و هدف را در هر دور از آموزش کاهش می

 

 گرادیان تابع خطا به صورت زیر است:
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 𝑤∆این مهم با اضافه کردن یک بردار کوچک شود. ها با حرکت در خلاف جهت گرادیان اصلاح میبردار وزن

 به صورت زیر خواهد بود: n+1آید. در نتیجه اصلاح وزن برای دور در خلاف جهت گرادیان به دست می

 

 است. 2ی که همان قانون مربوط به معادله

یک تقریب تیلور درجه اول از گرادیان بردار وزن بهینه  w[x]کند زیرا گرادیان روش گرادیان به خوبی عمل می

(𝑤̃است. این یک روش مورد توجه در شبکه )ا روش معروف پس انتشار خطا یک روش های عصبی است زیر

 گرادیانی است.

)به فرض وجود داشتن آن(  wروش نیوتن یک تقریب تیلور درجه دو است که از معکوس ماتریس هسین 

تری نیاز دارد. در کند اما به محاسبات بیشتر و پیچیدهکند. این روش یک تقریب عددی بهتر ارائه میاستفاده می

 از آموزش به صورت زیر خواهد بود: n+1ها در دور این روش اصلاح وزن
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